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1 Introduction
La plasticitØ des mØtaux est principalement due à la prØsence de lignes de dØfauts appelØes disloca-
tions. En ce qui concerne la dØformation plastique des cristaux, elle rØsulte principalement du dØpla-
cement de ces dislocations, dont l’ordre de longueur typique dans les mØtaux est 10−6 m et l’Øpaisseur
10−9 m.
Dans cette Øtude, on considŁre la dynamique collective des dislocations en interactions. Dans ces
conditions, les dislocations se regroupent en « murs » pour former des structures ordonnØes à longue
distance.
Dans cette note, on prØsente un modŁle simple de dynamique de murs de dislocations coins de vec-
teurs de Burgers ±~b. La dynamique des dislocations pour ce modŁle est dØcrite par un systŁme à
deux inconnues (les dislocations + ou −) de deux Øquations de transport dont la vitesse est donnØe
par la force de Peach-Koehler contenant les contributions de toutes les dislocations, mŒme à longue
distance. Il s’agit ainsi d’un systŁme d’Øquations Hamilton-Jacobi non locales. Nous calculons alors
numØriquement les vitesses moyennes des dislocations + ou − en fonction des contraintes imposØes.
Ceci nous permet de retrouver une loi de comportement du type ˙p = f(σ), oø p dØsigne le tenseur
des dØformations et σ le tenseur des contraintes.
Cette contribution s’articule comme suit. La section 2 rappelle le modŁle et les Øquations le rØgissant.
La section 3 prØsente les principaux rØsultats numØriques. Enn, nous en donnerons sommairement
quelques perspectives dans la section 4.
2 Description du modŁle
On considŁre un cristal tridimensionnel supposØ soumis à une contrainte extØrieure (lamination, tem-
pØrature ...). Les plans de glissement de ce matØriau sont supposØs parallŁles au plan (xz) dans un
repŁre (Oxyz) de l’espace (voir gure 1). La distance entre deux plans de glissement est imposØe
constante et notØe ε, telle que 0 < ε < 1 (voir gure 1). Dans chacun de ces plans de glissement,
on considŁre des lignes de dislocations droites et parallŁles à l’axe (Oz), rØparties uniformØment. On
suppose alors l’existence de dislocations de vecteur de burgers +~b (notØes dislocations +) et des
dislocations de vecteur de burgers −~b (notØes dislocations −), avec ±~b parallŁle à (Ox).
En considØrant une coupe suivant le plan (xy), ces lignes de dislocations se rØduisent à des points. Sur
l’axe parallŁle à (Ox), la dynamique de ces dislocations Øvolue en fonction d’une part, des sollicita-
tions extØrieures et d’autre part, en fonction des interactions entre dislocations du mŒme type et des
frottements entre dislocations de type opposØ (voir gure 2).
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FIG. 2  Coupe 2D correspondant aux dislocations suivant +~b.
2.1 Le modŁle
En supposant que la distribution des dislocations est ε−pØriodique par rapport à l’axe (Oy) et que le
nombre de dislocations de type + est Øgal au nombre de type−, on peut alors se ramener à l’Øtude du
problŁme unidimensionnel donnØe par les Øquations d’Hamilton-Jacobi non-locales suivantes :


∂u+
∂t
(x, t) + c[u+, u−]
∣∣∣∣
∂u+
∂x
(x, t)
∣∣∣∣ = 0 dans R× (0, +∞),
∂u−
∂t
(x, t)− c[u+, u−]
∣∣∣∣
∂u−
∂x
(x, t)
∣∣∣∣ = 0 dans R× (0, +∞),
c[u+, u−] =
(
σext + c0 ? [E[u
+(., t)]− E[u−(., t)]]
)
(1)
oø E[.] dØsigne la fonction partie entiŁre, u+ (resp. u−) est une fonction scalaire (non physique) dont
les sauts de partie entiŁre repŁrent les positions des dislocations de type + (resp. −). Par exemple, si
u+(x, t) = Px, P ∈ N∗, les dislocations sont repØrØes par les positions x+i = iP , i ∈ Z.
σext reprØsente la contrainte extØrieure supposØe constante et c0 est une fonction pair, à moyenne
nulle, qui dØcrit les interactions entre dislocations.
2.2 Les conditions initiales et les hypothŁses du modŁle
Pour la position du problŁme 1, on suppose que les solutions vØrient :
(H1) u±(x, t) = u±,per(x, t) + ρx,
oø u+,per(x, t) (resp. u−,per(x, t)) est fonction 1−pØriodique. ρ Øtant la densitØ de dislocations de type
+ ou − par unitØ de longueur suivant l’axe (Ox). On considŁre le systŁme dØni par (1) avec les
conditions initiales : u±(x, 0) = u±0 (x) vØriant (H1).
Dans le cas oø u− = 0, et avec des conditions intiales vØriant (H1), l’existence et l’unicitØ de solution
du problŁme (1) ont ØtØ Øtablies en temps court dans (Ghorbel et Monneau, 2005) et pour tout temps
dans (Ghorbel et Monneau, en cours).
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Ici, on s’intØresse à la comprØhension de la dynamique de murs formØs par les dislocations de mŒme
type, ainsi qu’à son homogØnØisation numØrique (en temps) et plus particuliŁrement aux frottements
entre dislocations de type opposØ.
2.3 L’homogØnØisation
Si on pose :
u±δ (x, t) = δu
±(
x
δ
,
t
δ
) (2)
avec u+ et u− sont des solutions du problŁme (1). Formellement, on s’attend à ce que u+δ (resp. u−δ )
converge, quand δ → 0, vers u¯+(x, t) (resp. u¯−(x, t)) vØriant des Øquations homogØnØisØes du type :
∂u¯±
∂t
= H¯±(σext,
∂u¯+
∂x
,
∂u¯−
∂x
), (3)
oø H¯± sont des hamiltoniens effectifs et ∂u¯+
∂x
, ici, reprØsentent les densitØs de dislocations. Lorsque
∂u¯+
∂x
= ∂u¯
−
∂x
= ρ, l’Øquation (3) permet alors de dØduire une loi de comportement dans un matØriau
macroscopique :
˙p = H˜(σext, ρ). (4)
oø H˜ = 2H¯(σext, ρ, ρ), H¯ = H¯± et p, la dØformation plastique reprØsentØe par u¯+ + u¯−.
2.4 Calcul de la fonction c0
Dans le cas de dislocations coins et dans un matØriau isotrope, la contrainte en cisaillement σxy, crØØe
par une dislocation, est donnØe par (voir (Hirth et Lothe, 1982) page 76) :
σxy =
µb
2pi(1− ν)
x(x2 − y2)
(x2 + y2)2
oø µ et ν sont respectivement les constantes de LamØ et de Poisson. b est la norme du vecteur de
Burgers.
Maintenant, si l’on considŁre les diffØrentes interactions par sommation des contributions indivi-
duelles le long du mur de dislocations on obtient alors la contrainte (voir (Hirth et Lothe, 1982),
page 732) :
σxy(x, y) =
µb
2pi(1− ν)
∑
k∈Z
x(x2 − (y − kε)2)
(x2 + (y − kε)2)2
ou encore, si l’on pose X = x
ε
et Y = x
ε
σxy =
µbpiX(cosh(2piX) cos(2piY )− 1)
ε(1− ν)(cosh(2piX)− cos(2piY ))2
,
Le noyau c0 est alors donnØ par la relation :(5).
c0(x) =
∂σxy
∂x
(x, 0).
3 Simulations NumØriques
Dans cette section, nous prØsentons les rØsultats de simulations pour estimer la fonction H˜ introduite
par (3). Les Øquations du problŁme (1) sont rØsolues numØriquement par un schØma aux diffØrences
nies de type upwind (voir par exemple (Rouy et Tourin, 1992)). L’hamitonien numØrique effectif
H˜num est alors calculØ en regardant l’Øvolution en temps long des solutions de (1) ce qui est, en fait,
Øquivalent au passage à la limite dans (2).
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La gure 3 reprØsente le graphe de l’hamiltonien effectif H˜ en fonction de σext, la contrainte extØ-
rieure, pour diffØrentes donnØes initiales u±0 . Pour les simulations, la densitØ de dislocations type ±
est xØe à ρ = 4. On obtient alors des hamiltoniens numØriques antisymØtriques. De plus, il apparaît
clairement deux valeurs seuils (opposØes) σ0 = 0.09 et−σ0 au delà desquelles l’hamiltonien n’est pas
nul. Pour des valeurs de σext du mŒme ordre de grandeur que celles du terme dØcrivant les interactions
entre dislocations, l’hamiltonien passe par un rØgime transitoire (de l’Øtat de piØgeage au mou-
vement) pour atteindre lorsque |σext| >> σ0, un Øtat oø l’hamitonien devient alors proportionnel à
σext, ce qui correspond à un mouvement conservatif de dislocations (dans ce test on a supposØ qu’il
n’y a pas de sources de dislocations).
En outre, au vu de ces simulations, il semble que les rØsultats concernant l’hamiltonien effectif numØ-
rique H˜ soient peu dØpendants des conditions initiales choisies.
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FIG. 3  Le graphe de l’hamiltonien effectif en fonction de la contrainte σext ; ˙ = H˜(σext, ρ) pour
ρ = 4
4 Perspectives
Nous envisageons d’approfondir ce modŁle et de considØrer les liens avec d’autres modŁles à partir
de la littØrature de la physique des densitØs de dislocations (par exemple le modŁle de Groma-Balogh)
et celle de la mØcanique.
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